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Resumen
En este trabajo se presenta el aporte de Charles S. Peirce a la lo´gica proposicional trivalente
y el estudio, iniciado a partir de sus manuscritos, de la simetr´ıa en esa lo´gica.
Entre muchas otras contribuciones y anticipos, en los manuscritos de C. S. Peirce se encuentran
los primeros conectivos proposicionales trivalentes conocidos. Los apuntes de Peirce adema´s su-
gieren interesantes simetr´ıas, descubiertas por los primeros investigadores y cuya generalizacio´n
puede conducir en un futuro al ana´lisis exhaustivo de la simetr´ıa en la lo´gica proposicional
trivalente.
En la primera seccio´n de este trabajo se exponen con exactitud los aportes de Peirce a la
lo´gica proposicional trivalente y se establece una comparacio´n con los trabajos posteriores de
 Lukasiewicz y Post, reconocidos usualmente como los pioneros en esta lo´gica. En la segunda
seccio´n se revisa la simetr´ıa existente en el sistema de los conectivos proposicionales bivalentes,
simetr´ıa sugerida por una notacio´n propuesta por el mismo Peirce. En la tercera y u´ltima seccio´n
se discuten los estudios adelantados posteriormente sobre la simetr´ıa en los conectivos trivalentes
anotados por Peirce, estudios que en principio podr´ıan extrapolarse al sistema completo de estos
conectivos.
1 Lo´gicas trivalentes
La lo´gica matema´tica cla´sica o tradicional es bivalente en tanto sus proposiciones pueden tomar
solo dos valores de verdad, verdadero o falso. Una generalizacio´n sencilla y natural, realizada
desde comienzos del siglo XX, da lugar a la lo´gica trivalente que admite tres valores de verdad.
Por supuesto, esto abre una ventana al mundo fascinante de las lo´gicas multivalentes, lo cual en
el vocabulario matema´tico signiﬁca “lo´gicas con ma´s de dos valores de verdad”.
1.1 Las propuestas de  Lukasiewicz y Post
La lo´gica proposicional cla´sica conoce diversas presentaciones. Una versio´n sinta´ctica consiste
en una formalizacio´n de las llamadas reglas de inferencia y se construye de manera recurrente
a partir de axiomas y una regla —modus ponens—. Esta presentacio´n corresponde propia-
mente a la lo´gica formal, tambie´n existe una versio´n ma´s algebraica o sema´ntica. La pre-
sentacio´n sema´ntica consiste en asignar valores de verdad a las proposiciones y extender esta
asignacio´n a las fo´rmulas, buscando luego aquellas que son verdaderas para cualquier asignacio´n.
Lo que podr´ıa considerarse como el teorema fundamental de la lo´gica proposicional establece
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la equivalencia de estas dos presentaciones: los teoremas formales sinta´cticos son precisamente
las tautolog´ıas sema´nticas, ma´s au´n, una fo´rmula se deduce formalmente de ciertas premisas
si y solo si es consecuencia tautolo´gica de las mismas. Una exposicio´n detallada de estas dos
construcciones y de su equivalencia puede encontrarse en [Caicedo 1990]. Vale la pena men-
cionar que existen muchas otras presentaciones de la lo´gica proposicional, como los gra´ﬁcos
existenciales alfa de C. S. Peirce que constituyen una aute´ntica versio´n gra´ﬁca de esta lo´gica
[Roberts 1973, Zeman 1964, Zalamea 1997].
En la presentacio´n sema´ntica de la lo´gica proposicional cla´sica se consideran solo dos valores de
verdad, designados mediante las letras V y F o mediante los nu´meros 1 y 0. En esta versio´n los
conectivos fundamentales, a partir de los cuales se construyen todas las fo´rmulas, esta´n deﬁnidos
por las siguientes matrices o tablas.
¬
V F
F V
∧ V F
V V F
F F F
∨ V F
V V V
F V F
→ V F
V V F
F V V
↔ V F
V V F
F F V
Ya en 1902 Charles Peirce observo´ que la lo´gica bivalente constituye apenas “la hipo´tesis ma´s
simple” [Peirce 1931, §4.250]. Para muchas situaciones, tanto cotidianas como te´cnicas, es pre-
ciso considerar ma´s valores de verdad e incluso inﬁnitos de tales valores. Por supuesto, el primer
paso en esa direccio´n consiste en estudiar lo´gicas con tres valores de verdad. Es apenas obvio
que estas lo´gicas, para ser consideradas como tales, deben conocer tambie´n una presentacio´n
sinta´ctica formal. Sin embargo en este trabajo la exposicio´n se limita a la presentacio´n pura-
mente sema´ntica de algunas de tales lo´gicas.
 Lukasiewicz
Los historiadores de la matema´tica consideran que la primera lo´gica trivalente fue publicada
en 1920 por Jan  Lukasiewicz (1878–1956), distinguido integrante de la Escuela Polaca de en-
treguerra [ Lukasiewicz 1920]. En su versio´n sema´ntica, los siguientes son los conectivos funda-
mentales escogidos por  Lukasiewicz.
¬
1 0
1
2
1
2
0 1
∧ 1 1
2
0
1 1 1
2
0
1
2
1
2
1
2
0
0 0 0 0
∨ 1 1
2
0
1 1 1 1
1
2
1 1
2
1
2
0 1 1
2
0
→ 1 1
2
0
1 1 1
2
0
1
2
1 1 1
2
0 1 1 1
En primer lugar se observa que estos conectivos generalizan los de la lo´gica bivalente, en el
sentido de que si en sus tablas se eliminan las ﬁlas y columnas centrales entonces resultan pre-
cisamente las tablas de la lo´gica proposicional cla´sica. Por otro lado, se nota que los conectivos ∧
(conjuncio´n) y ∨ (disyuncio´n) corresponden al mı´nimo y ma´ximo respectivamente, considerando
los valores de verdad ordenados de manera natural como 0 < 1
2
< 1.
El ca´lculo siguiente muestra con claridad que, como podr´ıa esperarse, en esta lo´gica no es va´lido
el llamado “principio del tercio excluso”.
x ¬x x ∨ ¬x
1 0 1
1
2
1
2
1
2
0 1 1
232
La lo´gica tria´dica de Charles S. Peirce
Igual que en la cla´sica, en la lo´gica trivalente de  Lukasiewicz pueden deﬁnirse otros conectivos
en te´rminos de los ba´sicos. Por ejemplo, en todas las lo´gicas donde hay conjuncio´n e implicacio´n
suele deﬁnirse la equivalencia como x ↔ y = (x → y) ∧ (y → x) y en este caso su tabla es la
siguiente.
↔ 1 1
2
0
1 1 1
2
0
1
2
1
2
1 1
2
0 0 1
2
1
MV-a´lgebras
En la lo´gica trivalente de  Lukasiewicz, la negacio´n puede expresarse algebraicamente como
¬x = 1 − x mientras la implicacio´n puede deﬁnirse como x → y = min(1, 1 − x + y). Esta
observacio´n permite deﬁnir de manera ana´loga lo´gicas con n valores de verdad distribuidos uni-
formemente en el intervalo [0, 1] e incluso lo´gicas con inﬁnitos valores. Estas ideas dieron lugar a
la teor´ıa de lasMV-a´lgebras, este nombre seguramente proviene del ingle´s “multiple-valued alge-
bras” ( ve´anse [Cignoli, D’Ottaviano e Mundici 1994, Cignoli, D’Ottaviano and Mundici 2000,
Oostra 2004a, Oostra 2005b]). En realidad, las MV-a´lgebras guardan con la lo´gica de  Lukasiewicz
una relacio´n similar a la que tienen las a´lgebras booleanas con la lo´gica proposicional cla´sica.
Los conectivos siguientes son comunes en la teor´ıa de las MV-a´lgebras, aqu´ı se presentan solo
para el caso particular del a´lgebra {0, 1
2
, 1}.
⊕ 1 1
2
0
1 1 1 1
1
2
1 1 1
2
0 1 1
2
0
⊙ 1 1
2
0
1 1 1
2
0
1
2
1
2
0 0
0 0 0 0
∗ 1 1
2
0
1 0 1
2
1
1
2
0 0 1
2
0 0 0 0
El conectivo⊕ es la suma truncada, deﬁnida como x⊕y = min(1, x+y). No´tese que los conectivos
⊕ y → tienen cierta dualidad pues x ⊕ y = ¬x → y y, en el otro sentido, x → y = ¬x ⊕ y.
Por su parte los conectivos ⊙ y ⊕ tambie´n son duales aunque en un sentido diferente, aqu´ı
x ⊙ y = ¬(¬x ⊕ ¬y) y x ⊕ y = ¬(¬x ⊙ ¬y). Esta relacio´n podr´ıa llamarse “dualidad tipo De
Morgan” pues es la misma que existe entre los conectivos cla´sicos ∧, ∨.
El conectivo ∗ se denota as´ı en la teor´ıa de las BCK-a´lgebras, donde juega un papel importante,
mientras en las MV-a´lgebras se suele denotar ⊖. Presenta una dualidad con ⊙ similar a la de
⊕ con →, pues x ∗ y = x⊙ ¬y y, por supuesto, x ⊙ y = x ∗ ¬y.
Vale la pena destacar aqu´ı que las dualidades mencionadas se observan con nitidez en la tablas
que deﬁnen los conectivos. Por ejemplo, las tablas de → y ⊕ se obtienen la una de la otra por
reﬂexio´n en el eje horizontal mientras las tablas de ⊙ y ∗ se obtienen la una de la otra por
reﬂexio´n en el eje vertical. A su vez, las tablas de ⊕ y ⊙ se obtienen la una de la otra por
reﬂexio´n en la diagonal ascendente seguida por “complementacio´n” (aplicacio´n de ¬ a todas las
entradas). Lo mismo sucede con las tablas de → y ∗ pero, al ser estas tablas sime´tricas en la
diagonal ascendente, el “movimiento” se reduce a la complementacio´n.
Una conclusio´n irremediable de todas estas dualidades —vistas de manera algebraica o geome´trica—
es que, teniendo la negacio´n, cualquiera de los cuatro conectivos →, ⊕, ⊙, ∗ es suﬁciente para
generar los otros tres.
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Post
En la misma e´poca de  Lukasiewicz pero de manera independiente el matema´tico norteamericano
de origen polaco Emil Post (1897–1954) propuso otra lo´gica trivalente. En realidad en el signi-
ﬁcativo art´ıculo [Post 1921] el autor introduce una lo´gica con m valores de verdad para cualquier
entero m ≥ 2. Los conectivos fundamentales escogidos por Post, particularizados a m = 3, son
los siguientes.
∼
1 1
2
1
2
0
0 1
∨ 1 1
2
0
1 1 1 1
1
2
1 1
2
1
2
0 1 1
2
0
El conectivo ∨ es la misma disyuncio´n deﬁnida por  Lukasiewicz pero la negacio´n es diferente, de
hecho se observa que el conectivo ∼ de Post es c´ıclico. En esta lo´gica tampoco vale el principio
del tercio excluso, como se observa en la tabla siguiente.
x ∼x x∨ ∼x
1 1
2
1
1
2
0 1
2
0 1 1
En su brillante art´ıculo, entre otros resultados importantes Post demostro´ que todos los conec-
tivos de cualquier lo´gica trivalente pueden expresarse como combinacio´n de estos dos conectivos.
1.2 El Adelantado Charles S. Peirce
Al revisar la historia del origen de las lo´gicas multivalentes no deber´ıa pasarse por alto mencionar
a C. S. Peirce.
Charles S. Peirce (1839–1914) fue un cient´ıﬁco y ﬁlo´sofo norteamericano. Considerado el fun-
dador del pragmatismo y el padre de la semio´tica moderna, su pensamiento ha disfrutado intere´s
creciente en las u´ltimas de´cadas. Cada vez ma´s se reconoce la inﬂuencia de Peirce en la lo´gica, en
la metodolog´ıa de la investigacio´n y en la ﬁlosof´ıa de la ciencia. Fue un aute´ntico pol´ıgrafo que
escribio´ ampliamente sobre muy diversos temas cient´ıﬁcos y ﬁloso´ﬁcos. Su obra se caracteriza
por una gran coherencia pues cada trabajo particular esta´ inspirado en principios muy generales.
Aunque trabajo´ durante mucho tiempo como geodesta en el U. S. Coast Survey, por diferentes
razones Peirce nunca tuvo una posicio´n acade´mica estable lo cual contribuyo´ a que sus abun-
dantes escritos permanecieran mayormente ine´ditos. En los an˜os 30 la Universidad de Harvard
publico´ una primera coleccio´n de sus escritos [Peirce 1931]; luego Carolyn Eisele edito´ una se-
leccio´n de sus trabajos matema´ticos [Peirce 1976]; desde los an˜os 80 el Peirce Edition Project
prepara una edicio´n cronolo´gica y cuidadosa de los escritos peirceanos [Peirce 1982].
Los trabajos cient´ıﬁcos de Peirce y en especial sus escritos matema´ticos pueden clasiﬁcarse
en tres categor´ıas. En primer lugar esta´n sus aportes, esto es, ideas e investigaciones que
ingresaron directamente al corpus cient´ıﬁco como la lo´gica de los relativos y la teor´ıa de la
cuantiﬁcacio´n [Brady 2000, Oostra 2006, Zalamea 1993]. Otro grupo de trabajos podr´ıa de-
nominarse las latencias de Peirce, pues son ideas que au´n no han sido estudiadas a fondo
ni han sido propuestas por otros cient´ıﬁcos. Algunos ejemplos importantes son la notacio´n
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para los conectivos binarios [Clark 1997, Garc´ıa y Go´mez 2002, Garc´ıa, Go´mez y Oostra 2002,
Oostra 2003a, Oostra 2004b], los ya mencionados gra´ﬁcos existenciales y la nocio´n general del
continuo [Zalamea 2001, Zalamea 2003]. En tercer lugar cabe destacar un sinnu´mero de an-
ticipos muy inteligentes realizados por Peirce. Por ejemplo en la matema´tica, Peirce publico´
una axiomatizacio´n de los naturales varios an˜os antes que Dedekind y Peano [Oostra 2002,
Oostra 2003b, Peirce 1881, Peirce 2003], de igual manera anticipo´ la axiomatizacio´n de la lo´gica
proposicional y el estudio de los conectivos completos [Zalamea 1993]. En otros campos vale la
pena mencionar que Peirce colaboro´ en los estudios previos al disen˜o de los primeros aeroplanos
[Ketner 2001] y que anticipo´ el uso de la energ´ıa ele´ctrica para la construccio´n de ma´quinas cal-
culadoras [Peirce 1982, p 5.422]. Los anticipos de Peirce no recibieron atencio´n en su momento
sino quedaron en el olvido. An˜os o de´cadas despue´s otros cient´ıﬁcos, trabajando de manera
independiente e ignorando los escritos de Peirce, llegaron a conclusiones ide´nticas y sus traba-
jos ingresaron al corpus cient´ıﬁco. Estos anticipos prueban de manera concluyente que Charles
Peirce estaba adelantado por mucho a su tiempo. Por supuesto en estos casos no puede negarse
el me´rito de los otros investigadores, quienes seguro hicieron sus redescubrimientos sin conocer
las ideas de Peirce y adema´s realizaron muchos otros aportes valiosos. Sin embargo, un recuento
histo´rico completo deber´ıa hacer referencia tambie´n a los anticipos de Peirce.
La lo´gica trivalente tambie´n se puede contar entre los anticipos de Peirce pues hay evidencia
de que e´l ya hab´ıa estudiado el tema, al menos desde una perspectiva sema´ntica, ma´s de una
de´cada antes de los trabajos de  Lukasiewicz y Post.
1.3 La lo´gica tria´dica de Peirce
El pensamiento general de Peirce ha sido comparado con una catedral cuyos pilares estructurales
son las categor´ıas fenomenolo´gicas [Zalamea 2006]. En ﬁlosof´ıa, un sistema de categor´ıas es una
lista completa de las mayores clases de ge´neros. Aristo´teles distinguio´ diez categor´ıas (sustancia,
cantidad, cualidad, relacio´n, lugar, fecha, postura, estado, accio´n y pasio´n) mientras Kant las
aumento´ a doce (Tres de cantidad: unidad, pluralidad, totalidad; tres de cualidad: realidad,
negacio´n, limitacio´n; tres de relacio´n: inherencia, causalidad, comunidad; tres de modalidad:
posibilidad, existencia y necesidad). Peirce en cambio propone solo tres categor´ıas, llamadas
por e´l simplemente primeridad, segundidad y terceridad. La primeridad es la categor´ıa del
sentimiento puro y prereﬂexivo; la segundidad abarca la existencia actual, la confrontacio´n y la
reaccio´n; la terceridad es la categor´ıa de la relacio´n, el ha´bito y la continuidad.
Las tres categor´ıas permean todo el ediﬁcio ﬁloso´ﬁco de Peirce. Por ejemplo, ellas constituyen
el fundamento de la nocio´n peirceana de signo como una relacio´n tria´dica [Zeman 1977]. Entre
otras muchas presentaciones, en alguna ocasio´n Peirce deﬁnio´ el signo como “algo que esta´ por
algo para alguien” [Peirce 1931, §1.346 y §2.228]. Saltan a la vista tres elementos integrantes del
signo, llamados por Peirce el signo en s´ı (algo), el objeto (que esta´ por algo) y el interpretante
(para alguien). Estos elementos inducen tres ramas de la semio´tica como ciencia, que a su
vez puede considerarse en tres dimensiones. Peirce tambie´n propuso muchas clasiﬁcaciones de
los signos, siempre basadas en tricotomı´as, la ma´s conocida de las cuales sin duda es la tr´ıada
ı´cono–´ındice–s´ımbolo. La tres categor´ıas tambie´n aparecen de manera iterativa en los dema´s
armazones fundamentales del sistema arquitecto´nico peirceano: en la ma´xima pragma´tica, en la
adjuncio´n entre generalidad y vaguedad y en la clasiﬁcacio´n (¡tria´dica!) de las ciencias.
De manera que la ﬁlosof´ıa general de Peirce, la Gran Lo´gica como la llamaba e´l, es un pen-
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samiento eminentemente tria´dico o ternario. Entonces no resulta extran˜o que Peirce haya pen-
sado en la lo´gica matema´tica con tres valores, ma´s au´n, extran˜o ser´ıa que no lo hubiera hecho.
En efecto, en un manuscrito sin fecha aparece el siguiente ejemplo de un razonamiento en lo´gica
tria´dica [Peirce 1976, p 3.742].
Por tanto, si hay solo dos valores, se tiene la inferencia
A tiene un valor diferente de B,
B tiene un valor diferente de C;
∴ C tiene el mismo valor que A.
Para un sistema de tres valores no se tiene esta inferencia pero la siguiente es va´lida,
aunque no lo es para un sistema con ma´s de tres valores:
A tiene un valor diferente de B,
A tiene un valor diferente de C,
A tiene un valor diferente de D;
B tiene un valor diferente de C,
B tiene un valor diferente de D;
∴ C tiene el mismo valor que D.
Pero hay ma´s, mucho ma´s. En 1966 el distinguido investigador peirceano Max Fisch y el
matema´tico Atwell Turquette publicaron lo que aparece como evidencia concluyente de que,
a principios de 1909, Peirce hab´ıa extendido a la lo´gica trivalente el me´todo de las tablas de ver-
dad de la lo´gica cla´sica. Esta evidencia consiste en varios apuntes de Peirce en su Cuaderno de
Lo´gica, un muy importante documento (au´n ine´dito) en el que realizo´ multitud de anotaciones
a lo largo de muchos an˜os, apuntes que son ideas puras como los bocetos de un artista.
Los apuntes
Las referencias a la lo´gica trivalente de Peirce aparecen en tres pa´ginas del Cuaderno de Lo´gica,
reproducidas en [Fisch and Turquette 1966]. De hecho ese art´ıculo es una discusio´n ma´s histo´rica
que matema´tica de estas tres pa´ginas.
La primera pa´gina en cuestio´n (pa´gina 340v del Cuaderno, en la numeracio´n de Roberts) consiste
en una serie de ca´lculos en “un sistema con valores V , L, F”. Esta hoja contiene muchos signos
de interrogacio´n y en un margen aparece al sesgo (como an˜adida posteriormente) la siguiente
frase intraducible.
All this is mighty close to nonsense.
Sin embargo en esta pa´gina se encuentran, quiza´s por primera vez en la historia de la matema´tica,
las tablas de cuatro negaciones trivalentes. Adema´s en la esquina inferior izquierda aparece la
tabla 3× 3 de un conectivo binario con tres valores.
La segunda pa´gina considerada (pa´gina 341v del Cuaderno de Lo´gica) comienza con la frase:
“Intentemos de nuevo el sistema tria´dico de valores”. Como la primera, la mayor parte de esta
pa´gina se ocupa de ca´lculos con conectivos trivalentes. La importancia capital de este manuscrito
reside en que all´ı aparecen, quiza´s tambie´n por primera vez, seis tablas 3×3 de los valores V , L
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y F . Estas tablas corresponden a otros tantos conectivos de la lo´gica proposicional trivalente,
algunos de los cuales son usados por Peirce en sus ca´lculos.
La tercera pa´gina (la 344r del Cuaderno de Lo´gica) es sin duda la ma´s ordenada de las tres.
Esta´ encabezada por la fecha, 23 de febrero de 1909, y titulada “Lo´gica Tria´dica”. Comienza
con las frases siguientes.
Lo´gica Tria´dica es aquella lo´gica que, sin desechar completamente el Principio del
Tercio Excluso, sin embargo reconoce que cada proposicio´n [de la forma] “S es P”
o bien es verdadera, o falsa, o bien S tiene un modo inferior de ser tal que no es
deﬁnitivamente P ni deﬁnitivamente no-P , sino que esta´ en el l´ımite entre P y no-P .
Luego Peirce an˜ade que s´ı se mantiene el principio de no-contradiccio´n. Sigue una discusio´n que
se itera varias veces en sus escritos.
Se hace una mancha en una hoja. Entonces todo punto de la hoja es inmaculado o
ennegrecido. Pero hay puntos en la l´ınea limitante, y estos puntos no son suscepti-
bles de ser inmaculados o ennegrecidos porque estos predicados se reﬁeren al a´rea
alrededor [del punto] y una l´ınea no tiene a´rea alrededor de ninguno de sus puntos.
Luego en esta tercera pa´gina realiza los ca´lculos que demuestran que “la lo´gica tria´dica no rin˜e
con la lo´gica dia´dica”. Esta nota de Peirce concluye con la frase siguiente.
La Lo´gica Tria´dica es universalmente verdadera. Pero la Lo´gica Dia´dica no es abso-
lutamente falsa, solo es L.
Los conectivos
Las negaciones tria´dicas de una proposicio´n x consideradas por Peirce en la primera pa´gina, las
indica con los signos x,
◦
x, x` y x´. Las siguientes son las tablas contenidas en ese manuscrito.
x V L F
x F L V
◦
x L L L
x` F V L
x´ L F V
La negacio´n de Peirce es la misma negacio´n ¬ de  Lukasiewicz mientras la negacio´n ´ de Peirce
es la negacio´n ∼ de Post. La negacio´n ` tambie´n es c´ıclica, de hecho estas dos son las u´nicas
negaciones ternarias c´ıclicas posibles. El conectivo
◦
en realidad es una constante y quiza´s no
puede considerarse como una negacio´n.
Respecto a la segunda pa´gina, Peirce asigna las letras griegas mayu´sculas Φ, Θ, Ψ, Z, Ω e Υ a
los conectivos que considera. A continuacio´n se reproducen las tablas mediante las cuales los
deﬁne.
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Φ
V L F
V V V V
L V L F
F V F F
Θ
V L F
V V V V
L V L L
F V L F
Ψ
V L F
V V V F
L V L F
F F F F
Z
V L F
V V L F
L L L F
F F F F
Ω
V L F
V V L F
L L L L
F F L F
Υ
V L F
V V L V
L L L L
F V L F
Los conectivos Φ, Θ y Υ de Peirce generalizan la disyuncio´n bivalente mientras los conectivos
Ψ, Z y Ω generalizan la conjuncio´n. El conectivo Θ asigna el ma´ximo de los argumentos segu´n
el orden F < L < V y Z asigna el mı´nimo, de manera que Z es el conectivo ∧ de la seccio´n 1.1
mientras Θ es el conectivo ∨.
Aunque Peirce no hace este ejercicio, el principio del tercio excluso puede leerse con sus conectivos
de nueve maneras. En ningu´n caso es tautolog´ıa:
x xΦx xΦx` xΦx´ xΘx xΘx` xΘx´ xΥx xΥx` xΥx´
V V V V V V V V V L
L L V F L V L L L L
F V F V V L V V L V
Ma´s adelante, en la seccio´n 3 de este trabajo, se detallara´n algunas simetr´ıas asombrosas pre-
sentes en las seis tablas consignadas por Peirce.
2 Simetr´ıa en la lo´gica bivalente
Una notacio´n disen˜ada por Peirce en 1902 revela simetr´ıas sorprendentes en el sistema de
los conectivos binarios de la lo´gica proposicional cla´sica. Esta seccio´n es una presentacio´n
breve del tema, desarrollado de manera ma´s extensa en varios trabajos anteriores en ingle´s
[Clark and Zellweger 1993, Clark 1997, Zellweger 1991] y en castellano [Garc´ıa, Go´mez y Oostra 2002,
Garc´ıa y Go´mez 2002, Oostra 2003a, Oostra 2004b, Oostra 2005a].
2.1 Los conectivos proposicionales bivalentes
No es dif´ıcil ver que, en la lo´gica proposicional cla´sica o bivalente, los siguientes son todos los
posibles conectivos con un solo argumento.
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1 2 3 4
V F F V V
F F V F V
Por diversas razones —alguna de ellas se hara´ expl´ıcita en el apartado 3.1 de este trabajo— solo
se tiene en cuenta el segundo conectivo. Es la negacio´n cla´sica y en adelante se indicara´ con la
barra superior, x.
De manera ana´loga, los siguientes son todos los conectivos proposicionales bivalentes con dos
argumentos.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
V V F F F F V V V V F F F F V V V V
V F F F F V F V F F V V F V F V V V
FV F F V F F F V F V F V V V F V V
FF F V F F F F F V F V V V V V F V
Adema´s de los conectivos que se emplean usualmente en lo´gica (5, 8, 13 y 15), en esta tabla se
observan simetr´ıas muy interesantes.
2.2 Simetr´ıa
La herramienta desarrollada por la matema´tica con el propo´sito espec´ıﬁco de estudiar la simetr´ıa
es la Teor´ıa de Grupos. Pues, en general, algu´n aspecto de cierta estructura es sime´trico en
la medida en que es invariante bajo un automorﬁsmo o movimiento r´ıgido de la estructura,
y los movimientos r´ıgidos de cualquier estructura constituyen un grupo. De esta manera —
como lo han indicado numerosos y brillantes matema´ticos desde Felix Klein hasta Hermann
Weyl—, estudiar la simetr´ıa es estudiar los invariantes bajo ciertos subgrupos de un grupo de
automorﬁsmos.
Se plantea entonces la tarea de determinar automorﬁsmos para el sistema de los conectivos
proposicionales binarios de la lo´gica bivalente o cla´sica. La tabla siguiente muestra los 16
posibles automorﬁsmos que pueden construirse a partir de la negacio´n y la conversio´n de los
argumentos. Cada renglo´n muestra a la derecha la funcio´n por extensio´n y a la izquierda co´mo
obtener el nuevo conectivo a partir de O. Para los nombres de los automorﬁsmos se sigue a
[Garc´ıa y Go´mez 2002, Garc´ıa, Go´mez y Oostra 2002].
239
Memorias XVIII encuentro de geometra y VI de aritmtica
xOy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
xOy I 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
yOx R 1 3 5 2 4 10 6 9 8 11 7 13 15 12 14 16
xO y R2 1 5 4 3 2 11 10 8 9 7 6 15 14 13 12 16
yOx R3 1 4 2 5 3 7 11 9 8 6 10 14 12 15 13 16
yOx C 1 2 4 3 5 7 6 8 9 11 10 12 14 13 15 16
xO y CR 1 4 5 2 3 11 7 9 8 10 6 14 15 12 13 16
yOx CR2 1 5 3 4 2 10 11 8 9 6 7 15 13 14 12 16
xOy CR3 1 3 2 5 4 6 10 9 8 7 11 13 12 15 14 16
xOy N 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
yOx NR 16 14 12 15 13 7 11 8 9 6 10 4 2 5 3 1
xO y NR2 16 12 13 14 15 6 7 9 8 10 11 2 3 4 5 1
yOx NR3 16 13 15 12 14 10 6 8 9 11 7 3 5 2 4 1
yOx NC 16 15 13 14 12 10 11 9 8 6 7 5 3 4 2 1
xO y NCR 16 13 12 15 14 6 10 8 9 7 11 3 2 5 4 1
yOx NCR2 16 12 14 13 15 7 6 9 8 11 10 2 4 3 5 1
xOy NCR3 16 14 15 12 13 11 7 8 9 10 6 4 5 2 3 1
Estos automorﬁsmos constituyen un grupo cuya tabla se muestra a continuacio´n.
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2.3 Notaciones sime´tricas
Con la notacio´n usual de los conectivos es imposible ver las simetr´ıas o los automorﬁsmos, de
hecho la mayor´ıa de estas funciones no se pueden deﬁnir con esa notacio´n porque hay muchos
conectivos sin signo. Pero hay otras notaciones que s´ı revelan plenamente esas simetr´ıas.
Peirce
La notacio´n propuesta y empleada por Peirce en 1902 se basa en una idea sencilla en extremo.
Los cuadrantes de un signo ........
...
.............. se rotulan con las cuatro posibles combinaciones de valores de
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verdad, como se muestra en el diagrama siguiente.
V V
V F FV
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Ahora, cada cuadrante puede cerrarse mediante un trazo entre los extremos del signo ........
...
........... que
lo limitan. La convencio´n propuesta por Peirce es cerrar el cuadrante falso, esto es, cerrar los
cuadrantes de las combinaciones a las cuales el conectivo asigna F . En la tabla siguiente se
observan los signos de los conectivos y dos notaciones cursivas propuestas por el mismo Peirce
para simpliﬁcar la escritura.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
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Esta tabla pone de maniﬁesto que el sistema de signos de Peirce tiene todas las simetr´ıas del
sistema de los conectivos. Esto se hace au´n ma´s evidente si en la tabla de los automorﬁsmos
(pa´gina 240) se reemplazan los nu´meros por los signos de Peirce.
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Aqu´ı los automorﬁsmos se traducen en movimientos f´ısicos del signo. Los primeros ocho auto-
morﬁsmos corresponden con exactitud a los movimientos r´ıgidos del cuadrado, los dema´s son
los mismos movimientos seguidos de cierto complemento, que en este caso consiste en abrir los
cuadrantes cerrados y cerrar los abiertos.
Zellweger
En la segunda mitad del siglo XX el norteamericano Shea Zellweger disen˜o´, desarrollo´ y patento´
una notacio´n para los conectivos proposicionales binarios que comparte muchas caracter´ısticas
con la notacio´n de Peirce. En este caso tambie´n se escoge un cuadrado, cuyos ve´rtices se rotulan
como sigue.
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La convencio´n propuesta por Zellweger es marcar el ve´rtice verdadero, esto es, distinguir con un
punto grueso los ve´rtices de las combinaciones a las cuales el conectivo asigna V . Luego cada
punto marcado se interpreta como una extremidad del signo, lo cual indica una correspondencia
con algunas letras minu´sculas.
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V F F F F V F V F F V V F V F V V V
FV F F V F F F V F V F V V V F V V
FF F V F F F F F V F V V V V V F V
.............
...
...
..................... .............
...
...
.....................
• ...........
...
...
...
....................
•
.............
...
...
.....................
• ...........
...
...
...
....................
•
.............
...
...
.....................
•
•
.............
...
...
.....................
• •
.............
...
...
.....................
•
•
.............
...
...
.....................
•
• ...........
...
...
...
....................
• • ...........
...
...
...
....................
•
•
.............
...
...
.....................
•
• • ...........
...
...
...
....................
•
• •
.............
...
...
.....................
• •
•
.............
...
...
.....................
• •
• ...........
...
...
...
....................
• •
• •
.
.
....
.
.
.
....
.
.
.
....
.
.
.
...
.
.
.
.
.
.
.
.
.
...
.
.
.
.
...
.
.
.
.
.
.
.
.
.
....
.
.
.
...
.
.
.
.
.
.
.
.
...
.
.
.
.
...
.
.
.
.
.
...
.
.
.
...
.
.
...
.
.
.
.
.
.
.
.
...
.
.
..
.
.
.
.
.....
.
.
.
.
...
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
. ...
.
.
.
.
...
.
.
...
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
...
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
...
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Adema´s de compartir toda la simetr´ıa con el sistema de Peirce —y por ende con el sistema de
los conectivos— la ventaja inmensa de la notacio´n de Zellweger es que los signos tienen nombres,
pues todos corresponden a letras del alfabeto excepto tres que son inversas de letras usuales.
Por ello es natural que a este sistema de signos, Zellweger haya denominado el Alfabeto Lo´gico.
3 Hacia la simetr´ıa en los conectivos binarios trivalentes
Las simetr´ıas en los conectivos binarios cla´sicos corresponden a invariantes bajo “automorﬁsmos
lo´gicos” y el grupo de todos estos automorﬁsmos es el que se presento´ en el apartado 2.2. Aunque
todav´ıa no se tiene el grupo general de todos los automorﬁsmos para los conectivos binarios
trivalentes, en esta seccio´n s´ı se presentan algunos de ellos. Los automorﬁsmos introducidos
aqu´ı comparten la caracter´ıstica peculiar de que el conjunto de conectivos consignado por Peirce
es cerrado bajo cada uno de ellos.
3.1 Negaciones tria´dicas
Las distintas negaciones para la lo´gica trivalente presentadas en la seccio´n 1 pueden clasiﬁcarse
de manera natural en dos grupos. La negacio´n de Peirce, que es la misma negacio´n ¬ de
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 Lukasiewicz, deja invariante un elemento e intercambia los otros dos y por ello podr´ıa llamarse
una negacio´n parcial ; las negaciones ` y ´ de Peirce, la segunda de las cuales es la misma
negacio´n ∼ de Post, permuta todos los valores de verdad de manera c´ıclica y por ello podr´ıa
llamarse una negacio´n total.
De esta manera resultan cinco negaciones para la lo´gica trivalente. Las dos negaciones totales
se denotara´n, siguiendo a Peirce, N` y N´ ; las tres negaciones parciales se denotara´n NV , NL
y NF donde el sub´ındice indica el valor invariante. De inmediato se reconocen aqu´ı los cinco
elementos no triviales del grupo S3 de las permutaciones de tres elementos. Para efecto de la
complecio´n podr´ıa an˜adirse la negacio´n trivial N0, que es la funcio´n ide´ntica. As´ı, en general, en
una lo´gica con n valores podr´ıa deﬁnirse una negacio´n como una permutacio´n de los valores de
verdad. Esto es consistente con el caso bivalente, donde la negacio´n es la u´nica permutacio´n no
trivial de dos elementos, como se observo´ en apartado 2.1. Es necesario advertir, sin embargo,
que hay lo´gicas multivalentes con negaciones que no son biyectivas, como la lo´gica intuicionista
correspondiente al a´lgebra de Heyting con tres elementos [Oostra 2004a].
La tabla siguiente muestra las seis negaciones consideradas para la lo´gica trivalente.
N0 N` N´ NV NL NF
V V F L V F L
L L V F F L V
F V L V L V F
Dualidad
En la lo´gica proposicional cla´sica o bivalente—con su notacio´n usual—, las identidades siguientes
se conocen con el nombre de Leyes de De Morgan.
x ∧ y ≡ x ∨ y x ∨ y ≡ x ∧ y
En realidad este hecho no se limita a los conectivos ∧, ∨ sino que cada uno de los conectivos
binarios tiene su dual tipo De Morgan. Con la notacio´n de Peirce, un conectivo © es el dual
tipo De Morgan de otro  cuando el signo de © se obtiene del de  por rotacio´n de 180 grados
y complementacio´n [Garc´ıa y Go´mez 2002]. Por otro lado, como se anoto´ en el apartado 1.1 de
este trabajo, la dualidad tipo De Morgan tambie´n se observa en las MV-a´lgebras:
¬(x⊙ y) = ¬x⊕¬y ¬(x⊕ y) = ¬x⊙ ¬y
En la lo´gica trivalente, la dualidad tipo De Morgan toma la forma siguiente. Para cualquier
negacio´n N , al conectivo © corresponde el conectivo  que valida la identidad siguiente.
N (x y) ≡ N (x)©N (y)
La dualidad de De Morgan entre los conectivos consiste en que esta identidad equivale a la
siguiente.
N−1(x© y) ≡ N−1(x)N−1(y)
Por supuesto, se recuperan las identidades cla´sicas cuando N−1 = N , lo cual en el caso trivalente
solo se tiene para N0, NV , NL y NF .
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La identidad N (x y) ≡ N (x)©N (y) tambie´n equivale a la siguiente.
x y ≡ N−1(N (x)©N (y))
Esta presentacio´n de la identidad de De Morgan determina una funcio´n en el sistema de los
conectivos, dada por © 7→ . Es bien claro que esta funcio´n tiene inversa, dada por x ©
y ≡ N (N−1(x)N−1(y)). Y puesto que ambas funciones biyectivas se construyen a partir de
negaciones, puede concluirse que cada dualidad tipo De Morgan induce un automorﬁsmo lo´gico
en el sistema de los conectivos binarios trivalentes.
3.2 Dualidad con negaciones parciales
En el caso de las negaciones trivalentes parciales NV , NL, NF la dualidad de De Morgan es la
misma de la lo´gica cla´sica y el automorﬁsmo asociado es, por ejemplo, x y ≡ NV (NV (x)©
NV (y)). En particular, ¿cua´l es la imagen del conectivo Φ de Peirce por este automorﬁsmo?
¿Esta imagen esta´ entre los conectivos de Peirce?
Las tablas siguientes muestran un procedimiento para calcular la imagen del conectivo Φ por el
automorﬁsmo correspondiente a la negacio´n NV . En la primera tabla se calcula NV (x) ΦNV (y);
la segunda se obtiene de ella aplicando NV a todas las entradas.
y V L F
NV y V F L
x NV x Φ
V V V V V
L F V F F
F L V F L
..................................................
..
.
..
NV
V L F
V V V V
L V L L
F V L F
El resultado es la tabla de Θ, de suerte que Φ y Θ son duales segu´n la negacio´n trivalenteNV . De
la misma manera pueden calcularse los duales de todos los conectivos de Peirce. Los resultados
se sintetizan en la tabla siguiente, que aparecio´ originalmente en [Turquette 1969].
244
La lo´gica tria´dica de Charles S. Peirce
Φ
V L F
V V V V
L V L F
F V F F
Θ
V L F
V V V V
L V L L
F V L F
Ψ
V L F
V V V F
L V L F
F F F F
Z
V L F
V V L F
L L L F
F F F F
Ω
V L F
V V L F
L L L L
F F L F
Υ
V L F
V V L V
L L L L
F V L F
NV
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.
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..
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En primer lugar resulta sorprendente, o mejor asombroso, el hecho de que el conjunto de los
conectivos consignado por Peirce es cerrado bajo los automorﬁsmos asociados a estas tres nega-
ciones. En otros te´rminos, el dual —segu´n cualquier negacio´n parcial— de cualquier conectivo
de Peirce es de nuevo un conectivo de Peirce.
En segundo lugar es interesante observar que si dos conectivos de Peirce A, B son duales segu´n
alguna negacio´n parcial N , entonces los dema´s conectivos se distribuyen en dos subconjuntos
{C, D}, {E, F} que —miembro a miembro— son duales segu´n la misma negacio´n N . Por
ejemplo, Φ
NV←→ Θ y {Ψ, Z}
NV←→ {Ω,Υ}.
3.3 Dualidad con negaciones totales
Exactamente de la misma manera pueden calcularse los automorﬁsmos asociados a las negaciones
totales N` y N´ . Por ejemplo para la primera se tiene lo siguiente.
x y ≡ (N`)−1(N`(x)© N`(y)) ≡ N´(N` (x)© N`(y))
De nuevo caben las preguntas anteriores. ¿Cua´les son las ima´genes de cada uno de los conectivos
de Peirce por los automorﬁsmos asociados a N` y N´? ¿En todos los casos esta´n de nuevo entre
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los conectivos de Peirce? A continuacio´n se ilustra el problema mediante dos ejemplos.
y V L F
N`y F V L
x N`x Z
V F F F F
L V F V L
F L F L L
..................................................
..
..
N´
V L F
V V V V
L V L F
F V F F
De manera que la imagen por el automorﬁsmo asociado a N` del conectivo Z es el conectivo Φ,
otro conectivo de Peirce.
y V L F
N´y L F V
x N´x Z
V L L F L
L F F F F
F V L F V
..................................................
...
..
.
N`
V L F
V V L V
L L L L
F V L F
As´ı, el automorﬁsmo asociado a N´ asigna al conectivo Z el conectivo Υ. De nuevo sorprende
el hecho de que, al menos para este conectivo Z, sus ima´genes por todos los seis automorﬁsmos
asociados a negaciones trivalentes son de nuevo conectivos de Peirce. De hecho esto sucede con
todos los conectivos de Peirce, es decir, el conjunto de los conectivos consignados por Peirce es
cerrado bajo todos los automorﬁsmos asociados a las seis posibles negaciones trivalentes.
Los resultados de todos los ca´lculos se sintetizan en la tabla siguiente.
N0
N`
N´
NV
NL
NF
Z
Φ
Υ
Ω
Θ
Ψ
Z
Φ
Υ
Ω
Θ
Ψ
Φ
Υ
Z
Ψ
Ω
Θ
Υ
Z
Φ
Θ
Ψ
Ω
Ω
Θ
Ψ
Z
Φ
Υ
Θ
Ψ
Ω
Υ
Z
Φ
Ψ
Ω
Θ
Φ
Υ
Z
....................................................................................................................................................
...........................................................................................................................................
.............................................................................................................................................................
...............................................................................................................................................................
..........................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................
........................................................................................................................................................
.......................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................
.....
.....
.....
.....
....
.....
.....
.....
.....
.....
....
.....
.....
....
.....
.....
.....
.....
.....
....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
....
.....
.....
..
.........................................................................................
........................................................................................
Esta interesante tabla aparecio´ por primera vez en un manuscrito ine´dito de Shea Zellweger,
que e´l mismo menciona en su art´ıculo [Zellweger 1991]. La idea de colocar la tabla inclinada
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(♦ en vez de ) es peculiar de Peirce (ve´ase [Garc´ıa y Go´mez 2002, Oostra 2004b] y en especial
[Oostra 2003a]). De hecho, Zellweger indica el isomorﬁsmo de la tabla anterior con la siguien-
te, que es una presentacio´n del grupo sime´trico S3 encontrada en una pa´gina olvidada de los
manuscritos de Peirce.
i
j
k
l
m
n
i
j
k
l
m
n
i
j
k
l
m
n
j
k
i
n
l
m
k
i
j
m
n
l
l
m
n
i
j
k
m
n
l
k
i
j
n
l
m
j
k
i
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................................................................................................................................................................
........................................................................................................................................
..........................................................................................................................................................
..........................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................
..................................................................................................................................................
......................................................................................................................................
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.....
.....
.....
.....
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.....
.....
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.....
.....
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